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Para los datos de las pruebas se ha tomado como modelo de estudio el 
Buque Patrullero de Apoyo Fluvial Pesada “PAF-P” de 3ª generación 
construida por COTECMAR 2009. El buque fue sometido apruebas de círculo 
evolutivo a diferentes velocidades de aproximación y ángulos de timón, zig-
zag y parada emergencia en aguas someras (H/T = 2,4) y aguas profundas 
(H/T > 10) [8,9].

Fotografía del buque PAF-F extraída tesis Doctoral  Simulación de maniobras de buque con sistemas de
Propulsión no convencional en aguas poco profunda, PHD J. CARREÑO 
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𝑚  𝑢 − 𝑣𝑟 + 𝑤𝑞 − 𝑥𝐺 𝑞2 + 𝑟2 + 𝑦𝐺 𝑝𝑞 −  𝑟 + 𝑧𝐺 𝑝𝑟 +  𝑞 = 𝑋

𝑚  𝑣 − 𝑤𝑝 + 𝑢𝑟 − 𝑦𝐺 𝑟2 + 𝑝2 + 𝑧𝐺 𝑞𝑟 −  𝑝 + 𝑥𝐺 𝑞𝑝 +  𝑟 = 𝑌

𝑚  𝑤 − 𝑢𝑞 + 𝑣𝑝 − 𝑧𝐺 𝑝2 + 𝑞2 + 𝑥𝐺 𝑟𝑝 −  𝑞 + 𝑦𝐺 𝑟𝑞 +  𝑝 = 𝑍

𝐼𝑥  𝑝 + 𝐼𝑧 − 𝐼𝑦 𝑞𝑟 + 𝑚 𝑦𝐺  𝑤 − 𝑢𝑞 + 𝑣𝑝 − 𝑧𝐺  𝑣 − 𝑤𝑝 + 𝑢𝑟 = 𝐾

𝐼𝑦  𝑞 + 𝐼𝑥 − 𝐼𝑧 𝑟𝑝 + 𝑚 𝑧𝐺  𝑢 − 𝑣𝑟 + 𝑤𝑞 − 𝑥𝐺  𝑤 − 𝑢𝑞 + 𝑣𝑝 = 𝑀

𝐼𝑧  𝑟 + 𝐼𝑦 − 𝐼𝑥 𝑝𝑞 + 𝑚 𝑥𝐺  𝑣 − 𝑤𝑝 + 𝑢𝑟 − 𝑦𝐺  𝑢 − 𝑣𝑟 + 𝑤𝑞 = 𝑁

(Fossen, 1994):

De la ecuación anterior se hace una expansión de los términos de  los 6 grados de libertad:

Modelo de Maniobra Lineal



Se simplifica este modelo de ecuaciones de seis grados de 
libertad a 3 grados se realizan los siguientes supuestos:

𝑆𝑢𝑟𝑔𝑒: 𝑚  𝑢 − 𝑣𝑟 − 𝑥𝐺𝑟
2 = 𝑋

𝑆𝑤𝑎𝑦: 𝑚  𝑣 + 𝑢𝑟 + 𝑥𝐺  𝑟 = 𝑌

𝑌𝑎𝑤: 𝐼𝑧  𝑟 + 𝑚𝑥𝐺  𝑣 + 𝑢𝑟 = 𝑁

Esto produce tres ecuaciones no lineales simplificadas:

1) El buque es simétrico alrededor del plano  x–z 𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑦𝑧 = 𝑦𝐺 = 0 .   

2) El buque tiene una distribución de masa homogénea.
3) El origen fijo del cuerpo está seleccionada como 𝑟𝐺 = [𝑥𝐺 0 𝑧𝐺]

𝑇 (𝐼𝑥𝑧 = 0)
4) El cabeceo, arfada y rolido se ignoran (q = w = p= 0).



Las ecuaciones perturbadas del movimiento se basan en un 
supuesto adicional:
La velocidad de desvío (sway) , y la velocidad de guiñada (yaw 
rate) y el ángulo de timón (rudder angle)  son pequeños.

𝑢 = 𝑢0 + ∆𝑢; 𝑣 = ∆𝑣; 𝑟 = ∆𝑟

𝑋 = 𝑋0 + ∆𝑋; 𝑌 = ∆𝑌; 𝑉 = ∆𝑁

Suponiendo que las perturbaciones de orden superior pueden despreciarse, las 
ecuaciones no lineales de movimiento se pueden expresar como:

𝑚∆  𝑢 = 𝑋0 + ∆𝑋

𝑚 ∆  𝑣 + 𝑢0∆𝑟 + 𝑥𝐺∆  𝑟 = ∆𝑌

𝐼𝑧∆  𝑟 + 𝑚𝑥𝐺  ∆𝑣 + 𝑢0∆𝑟 = ∆𝑁



las ecuaciones de gobierno del movimiento están 
completamente desacopladas de la ecuación de velocidad.

Ecuación  de velocidad: 𝑚∆  𝑢 = 𝑋
𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑔𝑜𝑏𝑖𝑒𝑟𝑛𝑜: 𝑚  𝑣 + 𝑢0𝑟 + 𝑥𝐺  𝑟 = 𝑌

𝐼𝑧  𝑟 + 𝑚𝑥𝐺  𝑣 + 𝑢0𝑟 = 𝑁

La suposición de que la velocidad de avance media es constante 
implica que este modelo sólo es válido para los pequeños ángulos 
de timón 



Ecuación de Nomoto de primer orden:

𝐼𝑧  𝑟 + 𝑚𝑥𝐺  𝑣 + 𝑢0𝑟 = 𝑁
Reorganizando y sustituyendo la  constante de tiempo de gobierno 

𝑇 =  𝐼𝑧 𝑚𝑥𝐺𝑢0 y la ganancia del timón 𝐾 =  𝑁 𝛿𝑅𝑚𝑥𝐺𝑢0
quedaría 

expresada la Ecuación de Nomoto de primer orden de la forma:

𝑇  𝑟 + 𝑟 = 𝐾𝛿𝑅

O alternativamente:

𝑇  𝑟  𝜓 +  𝜓 = 𝐾𝛿𝑅 con  𝜓 = 𝑟



El modelo de Nomoto de primer Orden se convierte en:

 𝜓
𝑟

=
0 1

0 −
1

𝑇

𝜓
𝑟

+
0
𝐾

𝑇

𝛿𝑅 (forma de Tiempo constante)

 𝜓
𝑟

=
0 1
0 𝑎22

𝜓
𝑟

+
0
𝑏2

𝛿𝑅 (forma Paramétrica)

Reorganizado de la forma estado-espacio 
𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 y  𝑦 = 𝐶𝑥,



Ecuación de Nomoto de segundo orden:

𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑔𝑜𝑏𝑖𝑒𝑟𝑛𝑜: 𝑚  𝑣 + 𝑢0𝑟 + 𝑥𝐺  𝑟 = 𝑌

𝐼𝑧  𝑟 + 𝑚𝑥𝐺  𝑣 + 𝑢0𝑟 = 𝑁

Asumiendo el origen en el centro de gravedad (xG = 0). La teoría lineal sugiere 
que la fuerza hidrodinámica y el momento se pueden modelar como (Davidson
y Schiff (1946) 

𝑌 = 𝑌  𝑣  𝑣 + 𝑌  𝑟  𝑟 + 𝑌𝑣𝑣 + 𝑌𝑟𝑟 + 𝑌𝛿𝛿𝑅

𝑁 = 𝑁  𝑣  𝑣 + 𝑁  𝑟  𝑟 + 𝑁𝑣𝑣 + 𝑁𝑟𝑟 + 𝑁𝛿𝛿𝑅



Podemos escribir las ecuaciones de movimiento  en la forma de 

estado- espacio de acuerdo a:   𝑀   𝑣 + 𝑁 𝑢0 𝑣 = 𝑏𝛿𝑅 se obtiene el 
modelo de Nomoto:

Donde 𝒗 = [𝒗, 𝒓]𝑻 es el vector de estado, 𝜹𝑹 el ángulo de timón, y:

𝑀 =
𝑚 − 𝑌  𝑣 𝑚𝑥𝐺 − 𝑌  𝑟

𝑚𝑥𝐺 − 𝑁  𝑣 𝐼𝑧 − 𝑁  𝑟
;       𝑁(𝑢0) =

−𝑌𝑣 𝑚𝑢0 − 𝑌𝑟
−𝑁𝑣 𝑚𝑥𝐺𝑢0 − 𝑁𝑟

;     𝑏 =
𝑌𝛿
𝑁𝛿

El modelo de espacio-estado correspondiente

 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑏1𝑢
Con

𝐴 = −𝑀−1𝑁 =
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

;      𝑏1 = 𝑀−1𝑏 =
𝑏1
𝑏2



𝑎11 =
(𝐼𝑧−𝑁  𝑟)𝑌𝑣 − (𝑚𝑥𝐺 − 𝑌  𝑟)𝑁𝑣

det(𝑀)

𝑎12 =
(𝐼𝑧−𝑁  𝑟)(𝑌𝑟−𝑚𝑢0)− 𝑚𝑥𝐺−𝑌  𝑟 (𝑁  𝑟−𝑚𝑥𝐺𝑢0)

det 𝑀

𝑎21 =
(𝑚−𝑌  𝑣)𝑁𝑣− 𝑚𝑥𝐺−𝑁  𝑣 𝑌𝑣

det 𝑀

𝑎22 =
𝑚 − 𝑌  𝑣 (𝑁𝑟 −𝑚𝑥𝐺𝑢0) − 𝑚𝑥𝐺 − 𝑁  𝑣 (𝑌𝑟 −𝑚𝑢0)

det 𝑀

𝑏1 =
(𝐼𝑧−𝑁  𝑟)𝑌𝛿− 𝑚𝑥𝐺−𝑌  𝑟 𝑁𝛿

det 𝑀

𝑏2 =
𝑚−𝑌  𝑣 𝑁𝛿− 𝑚𝑥𝐺−𝑁  𝑣 𝑌𝛿

det 𝑀



Estos modelos se obtienen mediante la eliminación de 

la velocidad de desvío 𝒗 desde 𝑀   𝑣 + 𝑁 𝑢0 𝑣 = 𝑏𝛿𝑅
para obtener la función de transferencia Nomoto entre 
𝑟 and 𝛿𝑅, que es:

𝑟

𝛿𝑅
𝑠 =

𝐾𝑅(1 + 𝑇3𝑠)

(1 + 𝑇1𝑠)(1 + 𝑇2𝑠)

𝑇1𝑇2 =
𝑑𝑒𝑡(𝑀)

𝑑𝑒𝑡(𝑁)

𝑇1 + 𝑇2 =
𝑛11𝑚22+𝑛22𝑚11−𝑛12𝑚21−𝑛21𝑚12

𝑑𝑒𝑡(𝑁)

𝐾𝑅 =
𝑛21𝑏1−𝑛11𝑏2

𝑑𝑒𝑡(𝑁)

𝐾𝑅𝑇3 =
𝑚21𝑏1−𝑚11𝑏2

𝑑𝑒𝑡 𝑁



Donde los elementos  𝒏𝒊𝒋,𝒎𝒊𝒋 𝒚 𝒃𝒊 son definidos como:

𝑀 =
𝑚 − 𝑌  𝑣 𝑚𝑥𝐺 − 𝑌  𝑟

𝑚𝑥𝐺 − 𝑁  𝑣 𝐼𝑧 − 𝑁  𝑟
;       𝑁(𝑢0) =

−𝑌𝑣 𝑚𝑢0 − 𝑌𝑟
−𝑁𝑣 𝑚𝑥𝐺𝑢0 − 𝑁𝑟

;     𝑏 =
𝑌𝛿
𝑁𝛿

𝑀 =
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
;                        𝑁(𝑢0) =

𝑛11 𝑛12
𝑛21 𝑛22

;                     𝑏 =
𝑏1
𝑏2

Expresando la ecuación  𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑏1𝑢 , se convierte en forma estado –espacio 

 𝑟
 𝑟
=

1 0

1 −
(𝑇1+𝑇2

𝑇1𝑇2

𝑟
 𝑟
+

0 0
𝐾𝑅 𝐾𝑅𝑇3

𝛿𝑅
 𝛿𝑅
𝛿𝑅 (forma de Tiempo constante)



Identificación de Modelos  Matemáticos

Figura 1. Pruebas de maniobra de círculo evolutivo empleadas para identificación y validación

Círculo Evolutivo PAF-F figura extraída tesis 
Doctoral  Simulación de maniobras de buque 
con sistemas de Propulsión no convencional 
en aguas poco profunda, PHD J. CARREÑO          



Obtención de modelo de Nomoto de 
primer orden.

G(s) =
y(s)

d(s)
=

K

s(Ts+1)
=

-0.0032

s(0.4702s+1)

El error cuadrático 
medio 
normalizado  0.2883.



Obtención de modelo de Nomoto 
de segundo orden.
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Si descomponemos por fracciones parciales tenemos que_

Con lo que se obtiene que



La respuesta en el dominio del tiempo estará dada por

y(t) =
K(T1 -T3)

T1(T1 -T2 )
*e

-
1

T1

t

+
K(T2 -T3)

T2(T2 -T1)
*e

-
1

T2

t

1

12

1

11

21 1

1

1

1
)(















ze

A

ze

AzG
T

T
T

T

G(z) =

A1 1- e
-

1

T2

T

z-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷+ A2 1- e

-
1

T1

T

z-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1- e
-

1

T1

T

z-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ 1- e

-
1

T2

T

z-1
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

G(z) =

A1 + A2 - A1 e
-

1

T2

Tæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷+ A2 e

-
1

T1

Tæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
z-1

1- e
-

1

T1

T

+ e
-

1

T2

Tæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷z-1 + e

-
1

T1

+
1

T2

æ

è
ç

ö

ø
÷T

z-2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

Donde T es el tiempo de muestreo.



Modelo discreto de segundo orden 

G(z) =
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K se calcula a partir de la 
ganancia del modelo en 
tiempo discreto (z = 1),



Finalmente hallamos T3, así:
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Los coeficientes obtenidos son: K = -0.1724, T1 = 2.0875, 
T2 = 0.3179 y T3 = 0.1830, con lo que el modelo de 
Nomoto de segundo orden está expresado por

.

G(s) =
y(s)

d(s)
=

K(T3s+1)

s(T1s+1)(T2s+1)
=

G(s) =
-0.1724(0.1830s+1)

s(2.0875s+1)(0.3179s+1)
=

-0.03155s- 0.1724

0.6636s2 + 2.405s+ s



El error cuadrático 
medio normalizado fue  
0.0397.

Figura 3. Comparación entre la salida del modelo de Nomoto de segundo orden 
(discontinua) y el ángulo de rumbo real con los datos de la identificación



El error cuadrático medio 
normalizado obtenido con 
el modelo de Nomoto de 
primer orden fue de 
0.3826, mientras que con 
el modelo de Nomoto de 
segundo orden fue de 
0.0516.

Figura 4. Comparación entre la salida del modelo de Nomoto de segundo 
orden (discontinua) y el ángulo de rumbo real con los datos de validación



Análisis de estabilidad del modelo de Nomoto de 
segundo orden

Figura 5. Lugar de las raíces del modelo de Nomoto de segundo 
orden



CONCLUSIONES

Se presentó una metodología para obtener el modelo de Nomoto de Segundo orden de una

patrullera de apoyo fluvial PAF empleando técnica de identificación y empleando datos

experimentales de una prueba estándar de maniobra como es la del círculo evolutivo. El modelo

matemático obtenido presenta un error cuadrático medio normalizado de 0.0397 en el proceso

de identificación y de 0.0516 en el proceso de validación lo que evidencia una aproximación

bastante alta. La prueba empleada para validación se hizo con giro a babor mientras que la

empleada para identificación se hizo a estribor.

El análisis del lugar de las raíces del modelo de Nomoto de Segundo orden muestra el

comportamiento temporal del sistema. El polo ubicado en el origen es el que ocasiona un

giro indefinido hacia babor, o estribor, ya que su ubicación en el origen del plano S

implica un comportamiento inestable o críticamente estable.
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